Een klasse van toetsingsmethoden voor wegglijdende waarnemingen by Doornbos, R.
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
zw 1956-003 




The Mathematica! Centre ot Amsterdam. founded the 11th of February 1946, is a non-profit 
inshtution aiming at the promotion of pure mathematics and its applications, and is 
tporul()fed by the Netherlands Government through the Netherlands Organization for 
Pure ReNQl~h (Z. W.0.) and the Central National Council for Applied Scientific Research 
in the Netherlands (T .N.O.). by the Municipality of Amsterdam and by several industries. 
AC t U:, ·1 t· , 1 r r1 , .. r '.> r.)· 1'"' l--, Y'" -, ,··, ,., • •·1 r s~6 ~ -' -- - "' .... , • • '·· '·•· • i . ..,· t) t - .• ~- ,.1, ;,...t C, .L L , _J' ~ 
b c:: 7 i g m t w c ;, '! l i J t o " L·, , n 
f-vtrdcllng volg,,n D, , 
toct ,en bcschrcvsn doar W.G. DOOR NE t\(' ( '1 '' r~;; \ . \..1.J :Ji,..)\. .. , " 
voor rLsp, ctievtlijk a~ groot .. tc en dt klt1nstc.. van sen adntal 
gcnch::1tt1: vrr1antii.5 vEm norm::],; Vd"del:l.ng,;n, In di,' zln dat ,!:<S 
001,c kurn1cn wordcn tocgc.p::1 ,:.;t in ht t :: Vi."!1 d:1t de t:,. t..:kpro-c.v n 
w ei r u L t cl ,::: v c1 r l :1 n t i , E, · i , I n :r ·,. ·. ' t 1 ,· t v '.' n v r ·2 c l1 .L 1 .l c n cl,. ~ :L t ct: b r t !L cl •· 
he id ?i;Jn. 
g,n,,, ,'en mt:?thod,:. fkom2t1g v,:n co'-:Hf,i\N. b1,; ,,en •::1:c 1;t.·v, .. n nnt1 1..:---
t r o u w b ci n r h c.. i d ·•- cl r to rapt: J c _, t, c. n .·; ,j '·· r cl ~ k r .: t j_ " k I vJ i.' . r c1 '= n t · c o n ;:, t r u 
trouwbc:rhe1d~drcmpcl li 
wordsn to~gep2st on dt kr1ti(k, w2r rdLn ts b(ntd ren van de 
wegglljtoets voor normaal vcrdLtlde variabLlln, vaor st~ld door 
E,.S. PEARSON en C. CHJJ:JDHf1 SE}<:JE (19]6) en g,.t2bel1cLrd deer F .. E. 
GRUBBS ( 1950) • 
TcnslottG geven wiJ WLggliJt ct:tn vaor cnifL varlabLl~n di~ 
een diiscrete vcrdc::ltng bc;'.itt0;n, ,n w, 7. vcor de Foi~rnon-v2rdcling, 
de binomiale verdtllng ~n den~ t1cf binomial~ vcrdel1ng. 
Het onder8ch~idingsvcrmo n vnn de to(tsen beschrevtn in de 
p2ragr2fen ~) en 5 wordt behandt,ld re::.;pcctievc11Jk in R. DOORNBOS 
en H.J. PRINS (1956) 8n in 2~n in bewerking zijnd rapport van 
H.J. PRINS. In dit laPtst~ rapport word~n ook de bewijzen gegeven 
die wij in de paragrafen 4 en 7 achterwege hebben gelaten, Het 
bewijs voor het paramL tervrijc: gEvcd is afkomstig van H. KESTEN, 
die evencens ver2envoudigin~Pn ~ nhracht in andere bewijzen. 
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2. Wegglijtot::tscn voor gamw:i-•vcrdGelde groothedE:n 
Wij beschouwE:n 8en aant2l 3tochastische grootheden 
(2.1) 
die onderling vollc::dig onafhankc::lijk verdeeld zijn volgens 
gamma-verdelingEn m.:::t paramf~tc::rs re,spE:ctievelijkot.1 .131 ; ... ;ol..k,/3k, 
dat wil zeggE::n de vc:rdelingsd1.chtheid van Y..i. is 
{2.2) 
waarbij d.i en/3.i.· rct:el en positief 2ijn. Zoals bekend is de 
verdG 1 ing van £ == l '-. er\ wa c~rb j_ j xi een xz-vc:rde ling met y vrij -
- -
heidsgrad0n bezit een spcciaal geval van 0en gamma-verdellng 
.I 
met parame tcrs ol.:::: Y;.2 en /2= i o-~ 
Wij wi1lcn nu de: hypothi:::sc /1,, toetsen: 
( 2. 3) 1-1 D 
tegen dG alternatieven 
(2.4) // . ,g 17/ ' / / .:;;: . 
i3·-·-C'•i3 C·)·/ 
I(,~ IC../ , ;,., ·' 
voor cen of and~re waorde van i tn tegen 
(2.5) 
..-·••'J ..... ~-~ .... _ ,,•'' ··-' 1 ··"' 
,•·-">, ... ·-· (..,; .. ·,j ) 0 <.. (.,!!/ '\ :/ 
, ... ,.,. i . .. ? 
voor Gen of anderc waardc van t . 
Wij b~r~kcn~n nu a~ quotifntcn 
u. ' (, 
;;t ,' = /2--~-J..-- '.) I ~:· /> . .... ) k I . 
·-c, --Z:u /,I ..J 
··- ... t 
(2.fi) 
VervolgE.ms bc::ri:::'kenen wij, om ~) te to0·tsen tE:gE:n 
netief /-/1 de: volgcndc onvo1.ledi.[;e B -int0grahn: 
hc:t alter-
f 
d-:;;:: I I ::t. ~-- / (/- )C) A-.~/_, cl-~ ;:: 
( 2 • 7 ) -J 13 (rxr/> A_ --c~i') ~i 
.:: I - I~- {. ~- ' A - °S,') ' 
waarin A.::- Z~l..c:. 
Onzc toetsingsgrootheid qi is nu 
(2.8) 
Als 
<i == ~ ft/. 
1:::-1) .. . , /.:. 
wij Mo verwerpf,n i ndh:n qi. a f is, ligt onze onbetrouw ... 
baarheidsdrempel tussen f. en r-t'£.2 . 
- J -
Om t1a teg{;n It;_ te toetsc:n, berekenen wij 
~-
/ / 7 c1,·- t,, . )A-o11-1 ! . =:e ti / , A ·) .:c ~ P 0- ie..,1 v d .t -= (2.9) r t. CCz!J -1 O 
.::::. /- r:t.. = 1·· (.ot/ A - o<.j J 
-/ ¾' &') (I 
Nu verwerpen wi j I-fr, a ls 
(2.10) 
Oak hier ligt de onbetrouwbaarhcidsdrempel tussen E en E-i~ 
3, Bcwijs van de in paragraof 2 vermclde resultaten 
Wij stellen Y, + · · · + ff-.4:= /fc:n berE:kt::nen dE: simultane ver-
deling van 2;1 " .. . , 'Z::-k-i (gcgE.ven door (2.6)) en van U. De detc:r-
minant vnn JACOBI van de tr3nsform8tie 
( 3. 1) 
ls l,! o ... 0 2:., l,(_ 0 0 x., 
0 {.,( - . 0 .t'_.,_ 0 Zl 0 ".t";i_, 
i 
( 3. 2) 
I l( k-~ I I I 
I ---7 ! 2l 0 0 . . . (i ,:k-1 I 0 o. -:Cf::_, 
_ 2{ -Zc .. . -LI. (I- xi ... -Xt.i C) 0 0 1 
De simultane vcrdelingsdichthE::id van {!-h· . . ,~(onder /-/0 is 
volgcns (2.2) 
( 3. 3) 
Dus de s imul tnnE verddingsdichtheid van ~, ... > ~ k-,en (/( is 
( 3. 4·) 
itA-~-&0 
r{A-) ;8,4 , 
·- 4 -
Hit:ruit volgt dus dat ~c = f.l, +· .. + ~k weer een gamma-verdeling 
bczit rn\;.;t pc::r2met0rf3 A t.n/3 (de b1~b,~ndE..: additiviteitseigenschap 
van de ;t2-verdel:Lnc;) E.:n dat ch~ stmultanl: verdeling van 
'2;;; , · · · , 2'.- le- 1 gegev~n wordt door 
( 3. 5) 
.• .,.,.,. I 
/ ~ .•·· / ,(.'°'~ / cO :::-. ?::i; :;; t:, , __ ::Ce, ~-· ·/.,. 
Maar nu hebben wij ook meteen de simultane verdeling van 
~,:.:1 :, ... :, ?l-·-t , als { i- 1) . .. , ~ /; \ )(t·,& l:---1) t:en willekeurige deel-
vE:rzame ling is van dC; verzamC:::11-ng {1, 2). _., k }, immers 
l-l - u . -- ... - lL 1; & hcE: ft ook (_ c..:n F -vcrde 1 i np; omdat he t de som 
-- - (.,I I , •- r- -
:Ls van i:---t' oncJfhanktlijk / -ve,rdeelde groothcdEn met dezelfde 
paramt:ter /°3, en spc"elt dus de rol van t~;( bij de afleiding van 
.. 
(3,5). Dus de gezochte vcrdeling is 
( 3. 6) ' / ) b i <t l,. . • . , -:t'. '/.. ~::::: /'-·;> v~ 
Wij beschouwcn Vl:rvclgtns t:cn vt:rzamel1ng van k re~l~ ge-
ts1111, n 
l i jkhc 
( :3 • 7) 
\ 
Cl' -··· I l· 
C?, , ..... 
/1, I ----
f 'u 
~n d~ daarbij behorende waarschijn-
'7) r·· '1'' . ' ~s: 






/ 1.: ... l,"\,-._, 
: 7' / ' ,. \ l,1-~i)J 
\ 
) C, ), ...,.,· .I 
// . . r~ berckend onder {1 0 • Als wij m~t / de kans 22ngoven dat minstens 
cen van de quot itnt en ?;~· de bi ,Jbe horc:ndc wa arde Ci0 niet over-
~l) dff cJ){, . ) -J (I 
schrijdt, dus / .::::· r f:"vv,.,.;.,,., (?s-c~-,fl 0' o , dan geldt 
(3.8) ~P- 2 .......... b, 
. 1- (, l._" J,,, ·I- )'--t),, ;J .... r<.,,,j i ..... f ~ 1··)) > -{, 
'/ 
I 
I /::~/; i-- (_~-) I; :'.<; ••. ' k_, 
-<'. 
waarbij de '1..- sommctie zich uitstrekt over alle t-, 1 s met 't co~ffi-
ci~ntcn, zodE1t de z& som (t) termen bevat (vgl. W. FELLER ( 1950) ), 
De kans Q dat minstens Een van de :Jt · de waarde ji:. over-
schrijdt J dus ()'t;_/ ?J[-m1w-fac:-qj)o\ is g~-i"'ijk aan ~ ( 1 
- ) -
( 3. 9) 
Volgens de ongE::lijkhEid van BONFERRONI (vgl, W. FELLER 
(1950)), gcldt 




(3.11) ) c-;, 
~--· ·7 t..,. 
I 




JU s w i j nu de g c t a 11 e n 7/ .. , z o be pa 1 en d at 211 e ) ,:.' g e 1 i j k 
c· r·-,., r . ,. ~-, S' ····1 c-- .•· 
. j r c; d ..., !.-J , ,r; .. .... c>, c. ... , / ) z l n a an 7- , W:., 1 , -:.t; c: ;;,;. '_·'.? :-) • = -r , (.f --::= I) ... > 1-s: , 
K ,.... C' < ' '£ .J /c: . ~ • 
dan volgt uit (3.10) en (3.12) dat de bijbehorende kans 
0rur 7)[ , / (2) " .. -1 . 1i = r ~ C s·~· -7 (,; f. ) -~ o_J VO l e t a an 
"'-1 ·r·1; .,c_· T., 1·, <l?. .::.Y 
/_ /Di..' L /◊'!?' = L:../:i.-- L/b .. ;;·-= E = L).'., 
of 
of voor k. ? ,,: 
Op dE::zelfd8 manicr v1ndcn wiJ 
(3.15) <;' (. - ·' z < l. S:"'l '-- ) 
a ls wi j ck gt ta llen c/-:!, zo bcprdcn, dat a llc- O i: geli jk word en 
'E' .--) r f ,:. , £ r1, 1 "i ..- , , I 
aan -.r-- • zodat /- L 'Jf i. > 9 ,· 1 ,· J = r , l 1:::::::. !> ... , A:)cn als k' , , v··,,.._ I:: ··· Q1 ou,f 7){,rna.!l (l'c- it~J>i} Ddm' het in p,:_ir•sgraaf 2 beschrE::ven pro-
, , u L 1 // 
cede om de hypot0es(:; r10 tc toctscn tcgcn nj en !7,2__respectieve-
/ .. ; <7'.i / / /; 
lijk de kansen Tf en 1· opleVE::rt om fio te verwerpen, als h 0 
waar is, liggen deze kansen tussen de daar vermelde grenzen. 
Rest dus nog de ongelijkheden (3.12) en (3.13) te bewijzen. 







I , / ·71r _ _ . > JV it.Jc: - ,b,· :-= c>)·r, - ,7. ,' ( = r['_? 1.: ~- 1··. 1,' e,.,,,,, 2::7· 9/ . 
' I )j / / I.,)(/., ' IO' (/ (/ 
Uit (3.16) en (3.17) volgt door aftrekking 
(3.18) / / / ·7 0 · O ' ·D' • --- C..7,' (.}' - (? · ' / {, ,: ,.,.i -- V l• >,,.! --~ I (,, /,:) / (. . .J .! ) 
• ~ • • I 
zodat (3.12) en (3.13) aequivalcnt zijn. Wij kunnen dus volstaan 
met (3 ,12) te bc-wijzen t:::D wel c1lleen voor het geval j,.: -1-,?/-,::£1, 
want als q,·-1-<];') ! is, is ~?,_:Ji.,__~ tJ , zodat (3.12) en (J.13) 
(i ()'f , (i 
zeker waar zijn. In aansluiting hierop merkan wij op dat als E 
~ ~ _ ('";,) . (•') '-. 1 , r 
zo kle1n 1s dot c __ ) . . 7' o __ ,.,.. > ! voor 2lle Len;' c.'_L I de c· t,i (,/1~ '6,, C ' '"r"lf' ' 
onbetrouwbaarheidsdrempel van onze toets dus exact gelijk 1s 
aan E. 









Uit (J.6) volgt d t het linkcrlld 
gelijk is 21,rn 
c. 
q. ,. q' 1 ,:// I,/'-j :t; 
C o I 
waarin 
,N! \ t·-J/) _I, 
/ {. o( t: _) / l,. rf- ·~-~· o{ G -- t"l~/ 





i'/ - cJ , A 
,. ··1 j ,.i I c,,;,, · -1 ,., l ;r - ex·,, - o(, · - f 1 
':::: / fl !) l / , "} V d i".rAr-
\.._ () e,, •. c..1- l, J V v'V' V , 
andere kant is het r~chterlid van (3.20) gelijk aan 
( 3. 22) 
:::: C 
Uit (3.21) ~n (3.22) volgt dat (3.20) en dus (J.12) waar 
zijn. 
4. Wegglijtoetsen voor normaal verdeelde grootheden 
Wij beschouwen nu ecn 2cmtD1 ondsrling vo1.ledig onafhanke-
lijke normaol verdeelde grootheden 
( 4 0 1) !/1 , · · · , :/ k > 
- -
afkomstig uit verdclingen met dezelfde onbekende spreiding ~en 
met gemiddclden 
Wij willcn de nulhypothcsc 
/, 
( 4. 2) Ho .. .. lA.;..:::: -== ,A,,(,. k ·"' .. u 
•' ,,/ ., (._,µ onbekend ) 
toetsen tcgcn de oltcrnaticvcn 
(4.3) / I r r//: 1 c.U;-=•· ':'· It'l-,_l·'~:,tci.J-1 "''. 
L .. -lC i.., .. -:-~ (~i. __ _.t,A~ :) (i ~~ > f., 
voor cen onbt,kcnde wDar-;c van / en 
(4.,4) 
voor een onbek~nde waarde van ~. 
Denkcn wij de groothE-den Ji)· .. )!j1,:ge:rsngscl'nkt naar _opklim-
mende grootte: 
(4.5) i}o) ) · · · > 7 ( k) ? 
dan kunnen w:i.j als toE:ts lngsgroothe id om He, tegEn II, te toetsen, 
nemen: 
.!(,k) - .fl (4,6) 
~k) - ·------ ) S' 
waarin I l{ JL; )j __ ,. 7.,: 
en 
5:l= 
} y (j,., ij)2. ~l !.} -
Als toetsingsgroothcid voor Ho tegen l-(1. nemen wij 
(4.7) ij- :io> 
De groothcden g,(iJ t:n f!th zijn voorgesteld door E.S. PEARSON 
en C. CHANDRA SEKAR (1:36) 1 tcrwijl kritieke waarden zijn ge-
geven door F.E, GRUBBS (1950). 
Wij stellen 
\_ 
(4.8) a . -- (, - ) 
waarbi j fj_i wi 1 lckeur lg is geko ,::En ui t g, , . , !if).;. Dan heeft 
!/_., __ _ 
~c: rk-l. 
/ 'h--1-- a·;· 
_t, 
{ 4. 9) i -
een -!:. -vsrde 1 ing van STUDENT met f_ 2. vri jhe idsgraden ( vgl. 
W.R .. THOMPSON ( 1935)). Wij kunnen nu eE:.n kritieke waarde jf zo 
b,epa len dat 
(4.10) ~ ..... _ . k 
Daar wiJ kunncn bewijzen dnt het ana1ogon van (3.12) en 
(3,'13) ook voor ck groothcd6n 1;3-~ gc ldt, is dus 
1 ·1 r .. I .z ,.< '}) i .... j,. • r , '::,. ,e .• 
[ - ~·· Z: ·- ' l' C✓./1)· -- qej1 - "() Cv/4) ···• q ]-::- Z )... -·- -~,. · ·-- cl i:. - !" L .. ~,. ~ - cf z: ".:: •. 
Hct bep2lcn van de wJ □rdc qc komt dus nccr op het bepalen 
I~ i 2 
van 0en perccntil.lpunt v,'n elf;:; i --v,c:rclc ling. Daar k.-2.-,,.. t,.. 
weer een bGto-vcrd~ling b~zit, kunntn dezelfde berekenings-
methoden warden gcvol nls bij tacts beschrevcn in de vorige 
paragraaf. 
Vcrder kan men eenvoudjg inzicn dat 
(4.12) voor 
Ult (4.12) vo1gt dus dat fr. bepa/~rJ. ui.t (4.10) de exacte kri-
t iE:ke wa arde g0eft, indicn q,. i; f .f-.-:d, is. Di t bl i jkt het geva 1 
te zijn in het g1.:;bi.cd: 
£ ~ 0 c,~ en 
'f: :§'~oiren 
Z:;!;.0ot en 
( (,, ::.?.. 
waartoe dus veel in de practijk voorkomende gevallen behoren. 
E. PAULSON ('1952) geeft e:en generalisatie van de toets van 
GRUBBS door het geval te beschouwen waarbij wij voor iedere :Ji, 
-
- 9 -
niet 1 ma2r h• waornemingcn hebb6n. Ook hierop is onze benaderings-
methode van toE::passing. 
5. Wegglijto~tsGn voor Poisson-verdeeldE:: grootheden 
Wij beschouwen een 2antal stochastisch~ grootheden die ondtr-
ling volledig on2fh2nkclijk zijn: 
( 5. 1) '-/ \. . .,. I .'::::/.., . - - ) :::::,A::, 
en 2llcn een Poisson-verdeling bczitt~n 3 met gsmiddelden 
_,.u.0 , -·,_ ... u.J::. De nulh\1 pothcse luidt nu dat dezc: gemiddelden be-
kende V(rhouding~n hebben: 




Deze situatic doct zich bij voorbeeld voor als wij van Poisson-
verdelingen, waarvan wij willen toetsen of de gemiddelden gelijk 
zijn, verschillLnde 2antallen waarnemingen do~n. 
I I 
Wij willen n0 toetscn t,. n di:j 11lt,,rm1tis:::v,::n 
(5.3) I I :-,! ' I I I 
I ~ j_ 
r<c1 ;'</:;;,./ 
~ , (/ 
(5.4) ,!._,/ i / I") 
,'. 
voor een onbckendc W88rde van/ en 
c-
,-
o< C.2 1 · < -;1 ~ voor c'-n onbcktc.:ndc wac:,rde von .. / . 
o C 
.. /_/ { l • ) 
' ( ~ r.-1' -·· ) (i 
ZoDh~ bc:k,::nd zijn_t11 . ) /:;.,J, ond,;r de voorw 01ardc dat de som 
z- ..t_· e e n v D s t (:; w a (;rd c /'// h c (:; ft , v er d Ee l~ 1 d v o 1 g E: m; cc n mu l t i no mi D 1 € 
• I ,,.u / t l t kk . /) ,. D VE::rdc11ng mL t knnsen 11:1 /.:= ""-- ~c.. c-n aon 8 re: 1ng2n ;i, • e 
,;;? z;.· ,.l-l G; 
volgendc rclatie is olgcmefn bckcnd: 
N 
""f" _.//II) .., s .1 1 N-s 
./ .. ~ l S /':>; l 1--}1j --= 
'</ 
( 5. 5) 
T 1 .._,, IV~ :Z1 + l_, .• J . j J. l ""-I) •· l.) I 
Wij kunnen dezc relatic 2venwel ook gt::neralis~ren tot 
- '10 -
'l [ti £ .Y.1 I..,,_ 6.\ ~ k11.. I z:. !:,; .... A1] ::.: 
)V ;V ,,y/ >- r· /r • .... -- 1 s, 1 s.i. .,., ,, -) ) _,,,_ s-; - s,l 
- ,.. 'S, / St I I ., v S, , 1 / (P; /:J,2. (_ l-,D; " --
- ,,__ - s . s en- ,-S"..,_; V V .... -!e, k.t I,,__. • (5.6) 
,r./,1,-.;-1) Jf6'[f,_ 1 ~-1 1 ~-1 1 .1 .1)/V-~1-kt-
... "' -c;- -c u--r:: -'{;' a,.,z. d-6 ::::- .1--,..~) .r/,.., ) r-,'tf;--.,. _ z +- I 1 0 6 I 2. I t. ..,_ '/ , 
I i, -</ I I "'.2._ .. ' (,, "'-I '2. ..J ' 
enz., voor m8erdere variabelen. Uit de ongelijkheid (3.'12) volgt 
dus m6teen 
(5,7) f"l) f >-, > i., ,. ,.,. > J-, I 7- )-., . . /1,,.-1 ~::: r Lt:-1 = .... I """"~"'"'- ·.::. I'\,'- '- :::,1., c: rr_J = 
t '? [& 1 ~. >-, ./ [g"~h]. 7> [ 3-,_ ~ k.:2- I Z- E:i,::-tr)) 
daar de ongelijkhtden (3.'12) en (5,7) betrekking hebben op 
dezelfde gegeneraliscerde onvolledige b@ta-integralen. Wij hebben 
dus een, voorwaardelijk<::, toets voor de hypothese Ho tegen het 
al ternatief /f; door te bE:rekencn 
'th/= l1,/'J3./,.lr'-:Z;:1-1\ 
- ,;r f"'/ I.,.., ---v ., -, 'J 
en ,¼ ten gunste vc::.n ),; tc vc:rwerp1;;;n als 
(5.8) 0-).,' 
--/ 




... r .,, ,r, '\ 1 -... __ ,.;_ / , / ;!,/' , lY-':z':.j' r 1 I=-- I- '0'/' /)1 l..·- - _, 
tt: berekenen en I I o' ~t~ vtrw8rp~n als 
, ... r 
'fl .:::: ~ ;h ' !:: -, 
,) .. ·; h ~ -· /4-(5,9) 
1s. Voor de onbctrouwbaarheidsdrempel hebben wij dus in beide 
gev2llen weer d( grenz(m f. en f -f£11,. 
6. Een algemene stelling voor discrete variabelen 
Wij zullen de volgende stelling bewijzen: 
Als 'J!t:> .. ·> '!:ti: discreet verdeelde, onderling volledig onafhanke-
lijke stochastische grootheden zijn en 
k 7>[ l! Ei' - 1:;·-i---t:: t7t.] 
7> [ 1 ~ - -~/ -· !.::c-t =- (,t -1-J (6 .1) 




rfo [ 7)--,' > v-. .vn., Z>) > '/)-;/ I ;-:: t.>-l• ---= IV] ~ 
·-yJ ,I --"L • '- I - -- - -
~ ?J l i,. / > zr, · ) t 1:: i -=-· Iv 1 . 'P [ 1.~1, > ,1,rf!. J -r· t:'t: -~ tV J · 
_,._ '----v" d' J 
(6. 2) 
De ongelijkhcid (6.2) is acquivolent met (vgl. de overgang van 
(3.19) op (J.20)) 
(6. 3) 
Het 
7> [ 1:f > .. 11;' ... :·~--~:i~-:.~.-~ . ..!. ... ~ ... !:~~.-~--·~J .-:.: 
7> r l'lr.t -> 1r t I Z 't:i ~ N] --
!... ·- -<:: 7> [ 7-::. > i,-, ~ 'J!:l '§5 1lr·t I T V-i--N J 
---·····---·i-.. - .. l7r[ '1! .e -a '11-<! 1 °L '.l:!::ia:. NJ 
linkerlid L van (6, 3) ls gelijk aan 
0-0 
(6.4) L = 
~ ;> [ 'l:.t = xi [7cr;= 1v] }v 7> [ 'J:;-== 1:/) l'J:~-N ~ 1.'"e..-.:i::J 
'2>,t +- I ........ - ... --............ ,,_... .. _ ......... ,-·--•4 t-- 1---------------···········---··--···--····----................................ -•- ' 
Ii: 7> [ '}!:c = Jc 1 z.- ~- =- ;J 
ut+ I 
Als nu 
( 6. 5) 2T Ii) [ :t1· = y Ir tt.: ,,_- 1Y.i--vv .?-l =, ~J 
~•,L/ 
monotoon niet stijgend is in~, don g8ldt dus 
(6.6) 1 (' r-pi l'v ·:.:; lj ' . ._/ 
l.,. ' ' 
Op prech:s dczE-lfck m:·inlcr kunrh..n wij L,tcm ziE::n dat het rechter-
lid 7Z vsn (6. 3) 
c.... 2-- r·;) r . I ,· t J )> ( 6 • 1 ) 7< "> ... '!... / L _1:-1 =:- ~ 1 (._ 1:. r; .:;.· 1 1 e,,._.__ ?·:: t. .::,- Zi' e ;:::~ 
1r. · -1-· I 
;= l 
> 2t 7) [ ~i :-"' ~ ) L t ~ ,._ A/ J?""'"' Jrt ,,. 2rl 1-0 , 
tr•+, 
als (6.5) monoto6n 1 ni~t stijgend is in~. Deze laatste voor-
waarde is dus voldoende voor de ldigheid van de ongelijkheid 
(6.3) en dus van (6.2). Nu is aan deze voorwaarde zeker voldaan 
als er een Ya bestaat, zodanig dat voor alle ~ en voor alle 
C./ ~ t_j0 geldt 
,./ -
~c ·1, 'Dr, IT. J f 't./ = Lj I L "!:"i: =- IY e,,,'\ k""l = )c J ~ ! L '!:; ,:.- r._; Ii- '1/.:.t, =- ¥ ~ !::"l a-X-1-_!J-, 
tcrwijl voor alle :t en voor allc: S,,< Jo ge1dt 
Voldoende voor het bcsta □n van zo'n waarde ¼ is weer dat 
✓ 
(6.8) 
monotoon niet dolcnd is in 1j voor alle waarden van 7' , Wij ver-
menigvuldigen nu (6.8) met de factor 
(6.9) ? 
die niet van 4 □ fh □ ngt; (6.8) g □ at dan over in 
..; 
(6.10) 
1)f z,--,·.;:; c-1 7 7) .l ?-ff== .?:: ·7 r-r) r [' 1r. _ ._ 1el ,:;:;· ff-k- vt] c. ··f .; J . i... - J . r L . _ 1.,. ✓ 
---·····-·---···· ······· •····· .................................... ······•······ .... --------------·••··--·•· 
De voorwaard( d2t (6.8) nict dalend is in i 1s dus aequivalent 
met de voorwaerdc dat 
(6.11) 
monotoon nict dalcnd is in J 3 wat weer acquivalent is met de 
voorwaardc v □n onzc stellingJ die hiermee dus is bewezen. 
Wil (6 .2) gelc1en voor alle j- en -t 1 dcm is het dus voldoende 
dat (6.1) voor allt:/' en -t' geld.t. Hcbben~, ... ) 'k-k alle een , 
ztlfde type verdclingsfunctic, terwijl de som van een aantal 
van deze varicbel~wLlcr vcrdceld is volgens een V6rdelingsfunctie 
van hetzelfdc type, don is de voorw3arde (6.1) eenvoudig te con-
troleren. Dit is b,v. het geval als 
a)-~/, ... , ?:.-::k binom:Laol verdee1d zijn met dezelfde kans fa . De' 
verdeling van d,: som van k:-:z.. Ir's is dan weer binomiaal met 
kans Jen heeft dus de vorm: 
( ':t= O.; l;i · - - _, 1:1) · 
De voorwaarde(6.~ luidt dan: 
c::J f a ()···-I>) 11 ~-: C-'l.-/--1 
//l,,t,) ,o...;...; _, ) 'h-,::\-/ (~1-1 rt t1-A,-
monotoon niet dalend in~, hctgcen klaarblijkelijk het geval is. 
b)J!i)···) ~k zijn neg2tiE:::f binomisal verdeeld met dezelfde kans. 
I De verdeling vc1n een som van f:-~ I;:' s is dan van de vorm: 
"D/::..::::- /("]-:::.- /'-t: 'z.-./1) , '1,. I ') ?C. r .... ~ ._., \.. "'-- /::> { i-1./4_ , (':I:"..:::- 0 I.; -<.,1 • . . . ) ' 
De voorwaarde (6.1) zegt nu 
/ 0., f- 't - I ) ti '7, ./ 1 ___ ,1._ ) "-
(_ 0..., ./ t I.,. (I-'.. 
---~·••"----•·-··~·---·-··-~· ...... _ 
Cl -1-1 
/ a,,_'t. \ ../ "- /';--/::,) a -1-1 
\..._0-1.. . .,1- /) VC) l ; .. 
is monotoon niet dnlend in c.?,.,, hetgeen waar is als -i; >I. 
c) J!-;;, ... . , !::j. zijn Poisson-verdeeld. De son van k--:2. variabelen 
heeft weer een Poisson-verdeling: 
De voorwaarde (6.1) is in dit geval: 
--.. .<A. C".. 
,_e ... ·· .... -······l• <-.. 
a/ -- C1.-I-•! 
--.. ··;; - ."-< , ... <'< .,.._, ... - ,t,,"\._.-
-=:: .. / ..... ..., .. •-::::,'-·.. (''' 
(C~,1-•·/)/ 
is monotoon niet dalend in ct. Hiermee is dus langs andere weg 
de ongelijkheid (5,7) en dus ook (3.12) bewezen. 
De op (6.2) gebaseerde wegglijtoGtsen zijn toetsen voor 
wegglijding noar rechts. De voor wcgglijding naar links nodige 
ongelijkheid is echter w~er met (6.2) aequiv □ lent, op grond van 
het bewljs voor de aequivalcntie van (3.12) en (3.13). 
7. Een poramctervrijc wegslijtoets voor k steekproeven 
I 
Wij beschouwen k: ond0rling volledig onafhankelijke stochas-
tische grootheden 
( 7. 1) 1,J- kf} 
·- I , . . . ) :___ k' . 
I/ 
De te toe ts en hypothesc h0 luidt nu: .t:::1> :i ••. ;, t,,/hEbben 
dezelfde continue verdelingsfunctie, De 2lternatieve hypothese 
H, luidt: 
M ) · · , ) 1v. L:- 1 1 Z.v i' f- r , - - · , IN k 
lingsfunctie, ma~r 
hebben dezelfde continue verde-
( 7. 2) 1-1; ,' 
voor een onbekende vaste waarde van i. 
De al ternatieve hypothese // i"' · .., r-r/2_ 0 • ,v), . . . ' 
hebben dezelfde continue verdeling, maar 
( 7. 3) 'b r ] I / rt 1v,'-w· ~-L --~1,. / -/ .2., I , ..1. , '\ ) f./,jf" .,, J ) 
voor een onbekende vaste waarde van (.. . 
Stel wij hebben van ¥,· _ae waa~nemingen ~·.e (. I-: I.; •. ••'}-·). 
Wij rangschikken nu alle Lt >i,i_,,J·waarnemingen naar opklimmende . 
grootte en bepalen de sommen van de rangnummers van de waarne-
mingen van iedere ~·. Deze sommen noemen wi j :; • Di t zijn dus 
de toetsingsgrootheden van de toets van WILCOXON (vgl. H.B. 
MANN en D.R. WHITNEY (1947)) voor iedere steekproef tegen de 
k-1 andere samengenomen. Wij krijgen op die manier k rechtseen-
zijdige overschrijdingskansen en wij verwerpen llo ten gunste 
van ~ als de kleinste van deze kansen ~ [ is. Op dezelfde 
manier nemen wij de kleinste van de linkseenzijdige overschrij-
dingskansen als criterium als wij /fo tegen f{ willen toetsen. 
Wilde onbetrouwbaarheidsdrempel weer tussen de grenzen £ en 
liggeh, dan moet de volgende ongelijkheid gelden: 
(7.4) P[ [1, ~ ~ ~ Tj ~ T;·J i ?[[i, ~ 7"l j ?)[Ti?. 7;-J > 
Gi . 
voor alle i. en/ , ~/ .. Het bewijs laten wij hier achterwege. 
Een andere toets voor dit probleem is gegeven door F. MOS-
TELLER (1948). MOSTELLER neemt als toetsingsgrootheid het aan-
tal waarnemingen van de steekproef die de grootste waarneming 
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